UN MOSAICO 

Inizio con una confessione. Da studente dell’Istituto Zanon (che- lo dico con orgoglio- frequentai dal 1958 al 1963) non prestai alcuna attenzione al bellissimo mosaico (D1) che decorava e decora ancora oggi la facciata dell’Istituto e che rappresenta il logo della nostra associazione Zanon amico, che ho l’onore di presiedere.

Non è mai troppo tardi e dunque cerco di riparare oggi a questa disattenzione proponendovi una lettura interpretativa di questo mosaico e in particolare delle motivazioni per cui esso ricopre un ruolo così significativo per la nostra comunità di  studenti e docenti di ieri e di oggi.

Chi è il giovane che il mosaico raffigura elegantemente rivestito di abiti da paggio medioevale? Lo possiamo dedurre dall’intestazione del libro che forse si accinge a studiare o la cui stesura ha, più probabilmente, appena completato: “Liber abaci”. 

E’ il titolo di uno dei libri più significativi, come vedremo, della nostra storia culturale ed economica. Fu pubblicato nel lontano 1202 da tale Leonardo Pisano, meglio conosciuto come Leonardo Fibonacci (1170-1235), ovvero in toscano figlio di tale Bonacci, all’epoca dunque poco più che trentenne. E’ dunque ragionevole guardare al giovane come all’autore del libro, ma nulla di stonato vi sarebbe anche nel pensarlo  come uno dei numerosissimi studenti che già all’epoca si formavano- vorrei dire si forgiavano- alla lettura di tale testo.

Ma prima di passare ad analizzare l’importanza del testo inquadriamo il contesto.

IL CONTESTO

Pisa è all’epoca potente repubblica marinara in competizione con Genova per il predominio nel Mediterraneo occidentale e con Firenze per l’egemonia in Toscana. La recente invenzione della bussola e la posizione strategica della nostra penisola costituiscono un formidabile incentivo alla crescita di una classe di mercanti, base delle fortune delle repubbliche marinare (Pisa è con Amalfi, Genova e Venezia una delle quattro). I mercanti commerciano ed è, si noti bene, commercio internazionale fra nord e sud, fra Occidente ed Oriente (D2). A sud e ad oriente in particolare il mondo è dominato dall’influenza islamica o araba pur in fase di ripiegamento rispetto ai momenti di maggior espansionismo. 

Si può ben dire che fra i secoli XI e XII mare e commercio diventano l’asse portante di un sistema complesso che fa dell’attività marittima il punto di forza di una vera e propria rivoluzione economica. L’eredità di tecniche di navigazione, commercio, industria e finanza fra crociate, missioni ed esplorazioni appare di fatto collegata alla rinascita della città e all’emergere di una borghesia cittadina. Il Mediterraneo è punto chiave di intrecci economici, di strategie determinanti sul piano internazionale. Ed è in questa direzione che il rilievo delle città marittime cresce rapidamente ed in ragione della precoce, costante ed elastica applicazione del trinomio rivoluzione comunale, commerciale e tecnologico culturale alla componente fissa del quadro d’azione: il mare. E in Europa e nel Mediterraneo saranno ovviamente le città di mare ad investire sul binomio mare-commercio; in particolare saranno Pisa, Genova e Venezia a costituire il nodo degli scambi, promuovendo allo stesso tempo lo sviluppo delle culture tecniche ad esso collegate.

IL GIOVANE FIBONACCI 

Il padre di Leonardo, Guglielmo dei Bonacci, facoltoso mercante pisano, era rappresentante dei mercanti della Repubblica di Pisa (publicus scriba pro pisanis mercatoribus) nella regione di Bugia in Cabilia (Algeria). Leonardo dunque passò alcuni anni in quella città. Più in generale il padre lo fece viaggiare molto in tutto il Mediterraneo e in particolare nel mondo arabo perché potesse accrescere la sua formazione e la sua cultura. E Leonardo utilizzò quei contatti per perfezionare relazioni, per migliorare le sue competenze commerciali ma anche, secondo lo spirito del tempo che abbiamo descritto, per studiare alla fonte nuove tecniche matematiche pressoché sconosciute in occidente, che gli arabi avevano a loro volta attinto, perfezionandole, nei loro contatti con la civiltà indiana.  In sostanza tramite questi contatti Fibonacci venne a conoscenza della numerazione decimale, ne intuì le straordinarie potenzialità e si propose quindi di diffondere tale metodo in Italia e nell’occidente. A tal fine scrisse (a mano, Guttenberg non era ancora comparso sulla scena) appunto il liber abbaci, un autentico trattato di matematica applicata all’economia e alla finanza.

LA STORIA DEI NUMERI

Per intendere la questione bisogna ricordare che all’epoca nel mondo occidentale si utilizzavano per fare di conto i numeri romani, basati sui simboli I,V,X,L,C,D,M, (corrispondenti come è ben noto alle cifre 1, 5,10, 50, 100, 500, 1000) combinandoli secondo una logica additiva con opportune ripetizioni o sopralineature; ad esempio per scrivere il numero settantatre lo si scomponeva nella somma di cinquanta+venti (a sua volta scomponibile in due volte dieci)+tre (scomponibile in tre unità) e si scrivevano da sinistra a destra i simboli corrispondenti LXXIII. (D3)

Allo stesso modo si scriveva millesettecentottantanove MDCCLXXXIX. Si noti che per rappresentare questo ultimo numero si debbono utilizzare ben 10 simboli e bisogna prestare attenzione al significato delle ultime due cifre che essendo presenti in maniera invertita rispetto al loro ordine di grandezza denotano un’operazione di sottrazione (nove si scrive uno-dieci anziché cinque-uno-uno-uno-uno). 

Quanto al problema di fare calcoli ad esempio addizioni o moltiplicazioni si usava l’abbaco, cioè un parente del pallottoliere ben noto a quelli della mia generazione. Risulta di solare evidenza che questo metodo ha scarsissima efficienza quando lo si debba applicare a situazioni pratiche (applicative) quali quelle che affrontavano ormai quotidianamente i mercanti. Questi erano infatti impegnati a prendere decisioni riguardanti l’organizzazione di molteplici operazioni di spedizione e compravendita di vari tipi di beni, con prezzi continuamente soggetti a variazioni ed in una pluralità di monete con cambio oscillante. 

Per contro giova far notare che in tutte le grandi civiltà del passato i progressi nell’aritmetica e nella matematica erano stati appannaggio di sapienti, appartenenti (in larghissima maggioranza) alla classe dei sacerdoti- astronomi ovvero di coloro che utilizzavano calcoli raffinati per descrivere ed interpretare la posizione ed i moti dei corpi celesti, intesi come sintesi della armonia, della bellezza, della potenza e talvolta dell’essenza stessa della divinità celeste. 

Così era avvenuto per i maya e per i babilonesi ed anche per gli indiani e gli arabi. Senza entrare qui in troppi dettagli ricordiamo che tanto i maya che i babilonesi avevano fatto progressi verso la tecnica di numerazione posizionale imperniata su una base, senza peraltro raggiungere la perfezione degli indiani (mutuata dagli arabi). La base dei Maya era venti-diciotto-venti e poi indefinitamente venti.  In dettaglio essi usavano un sistema di pallini-barrette per indicare le venti cifre (D4)-. In vista dell’utilizzo della notazione posizionale procedevano poi ad una scomposizione del numero coerente con la sequenza di prodotti delle basi scelte (D5):  ad esempio cinquecento settantasei era scomposto in trecentosessanta (un punto)+ duecento+ sedici. Ed era scritto nella forma posizionale: uno per trecentosessanta (ovvero una volta venti per diciotto e non, attenzione, una volta venti al quadrato) + dieci per venti (alla prima)+ sedici (per venti alla zero). 

Quindi cinquecentosettantasei si scriverebbe scomposto in trecentosessanta+duecento +sedici e partendo dall’alto per utilizzare la convenzione posizionale dall’alto in basso.

Trecentosessanta sarebbe un pallino nella posizione più alta, poi duecento sarebbe due barrette (dieci) nella posizione intermedia (ovvero per la base venti alla prima)e infine sedici sarebbe tre barrette da cinque con appoggiato un pallino (cinque per tre quindici+ uno) nella posizione inferiore (ovvero per venti alla zero).

I babilonesi invece utilizzavano la notazione in base 60, però non utilizzavano sessanta simboli diversi ma si limitavano a accumulare chiodi  fino a nove per le unità e punzoni per le decine (D6). Per scrivere trentotto utilizzavano allora tre punzoni (tre per dieci trenta) e otto chiodi. Evidente la possibilità di errori o fraintendimenti. Per scrivere centotrentadue lo scomponevano in centoventi + dodici. Centoventi ovvero due per sessanta richiedeva due chiodi; dodici ovvero dieci più due richiedeva un punzone e due chiodi. Insomma i babilonesi (D7)avevano una specie di mistura fra notazione posizionale e logica romana per le cifre. Il terzo ordine scattava solo con 3600 (60x60) .

Queste precoci intuizioni furono perfezionate dagli indiani (fra i matematici indiani il più importante è Brahmagupta (598-668)). Essi introdussero già nel sesto secolo dopo Cristo la numerazione posizionale in base dieci, ovvero quella usata oggi universalmente. Per capire il funzionamento del sistema decimale (D8) basta considerare l’esempio del numero millesettecentottantanove. Esso si scrive nella forma 1*103+7*102+8*101+9*100 ossia in generale utilizzando 10 come base b, nella forma: 1*b3+7*b2+8b1+9b0. In generale per scrivere numeri in una certa base b vanno utilizzate b cifre o simboli. Nel sistema decimale b=10 e sono necessarie dunque 10 cifre (che noi chiamiamo appunto cifre decimali) il cui valore è legato alla posizione (cosiddetta notazione posizionale). Queste dieci cifre sono oggi note come numeri arabi. 

Furono infatti gli arabi nel corso della loro espansione nella penisola indiana a venire a contatto con la numerazione indiana e a mutuarne, peraltro ad esclusivo beneficio della classe dei sacerdoti-astronomi, la tecnica. Il più famoso dei matematici arabi è Muhammad ibn Musa al-Khwarizmi, (780-850) da cui al-goritmo. Egli risolse equazioni di secondo grado usando le due operazioni al-jabr ("completamento") e al-muqābala ("bilanciamento"). Al-jabr è il procedimento utilizzato per rimuovere i numeri negativi, aggiungendo la stessa quantità ad entrambi i membri dell’equazione. Per esempio, x2 = 40x - 4x2 è ridotto a 5x2 = 40x. Al-muqābala è il procedimento utilizzato per portare le quantità dello stesso segno allo stesso membro dell’equazione. Per esempio, x2+14=x+5 si riduce a x2+9 = x. 

Dobbiamo notare che fra le dieci cifre ve ne è una particolare, prima sconosciuta non solo come simbolo ma nello stesso significato di contatore numerico: lo zero contatore di un insieme privo di elementi. Tale numero è necessario per rappresentare ad esempio il numero millesettecentonove; in esso  compaiono infatti oltre a un migliaio, sette centinaia e nove unità anche zero decine e dunque si scrive 1709. E’ curioso ricordare  che zero in arabo si diceva sifr, che significava qualcosa di impalbabile come un vento. e che Fibonacci decise di tradurre come zefiro. I veneziani lo modificarono poi in zevero da cui finalmente l’occidentale (non solo italiano attenzione) zero. Mentre cifra ha ora come ben noto un significato generico e non più specifico.

Concludo questa digressione sulla notazione posizionale segnalando che oggi con l’avvento dei computer è privilegiata la notazione binaria (D9) cioè con base due e quindi due sole cifre significative (0,1). Nove si scrive allora utilizzando la scomposizione 8+1 ovvero una volta due alla terza+ zero volte due al quadrato+ zero volte due alla prima + una volta due alla zero e dunque in simboli 1001. Dunque due sole cifre differenti ma stringhe (di cifre) molto lunghe anche per numeri piccoli. Altra base privilegiata è quella esadecimale ovvero con base sedici. Essa necessita ovviamente di sedici cifre (D10) : oltre alle dieci del sistema decimale si usano anche A per 10, B per 11, C per 12, D per 13, E per 14, F per 15. Il numero ventinove si scomporrebbe allora in sedici + tredici e dunque in uno per sedici alla uno+ tredici per sedici alla zero ovvero in simboli 1D.

Molti linguaggi di programmazione usano congiuntamente la logica binaria e quella esadecimale. Per capirne il motivo consideriamo questo esempio: ventinove (1D in sistema esadecimale) si può pensare scomponendolo in binario in sedici (due alla quarta) + otto (due alla terza)+quattro (due al quadrato)+zero (zero volte due alla prima)+uno (due alla zero). Dunque in notazione binaria come 11101. Tredici (D in esadecimale) a sua volta in notazione binaria sarebbe scomponibile in otto+quattro+zero+uno e dunque esprimibile come 1101. Sostituendo dunque D=1101, 1D si traduce velocemente in 11101 e il passaggio dalla notazione binaria a quella esadecimale è veramente rapido.

Comunque nel mondo arabo - fino ai tempi moderni - il sistema decimale era utilizzato solo dai matematici. Altri scienziati musulmani utilizzavano il sistema di numerazione babilonese, e i mercanti utilizzavano i numeri Abjad, una sorta di numerazione alfabetica poco adatta al calcolo. Fu solo con il matematico italiano Fibonacci e con la diffusione del suo liber abbaci, che il sistema numerico arabo fu utilizzato, dapprima nei comuni italiani e poi in tutto l’occidente da larghi strati della popolazione, a partire dai mercanti.

I NUMERI E LO SVILUPPO ECONOMICO

Dobbiamo sottolineare che mettere a disposizione dei mercanti italiani, vera cerniera fra i mondi in comunicazione lungo gli assi nord-sud ed oriente-occidente, gli strumenti della tecnologia matematica fu un passaggio chiave per lo sviluppo della finanza di banca e impresa. Esso in definitiva rese possibile quello sviluppo dell’economia reale che diede vita al rinascimento italiano e dunque allo splendore delle arti e delle scienze di quel periodo. Da un punto di vista europeo, più in generale, esso stabilì le premesse delle grandi scoperte del XV XVI e XVII secolo e dunque della primogenitura europea nella costruzione della modernità di cui ancora oggi siamo eredi privilegiati (forse ancora per poco).

Quale fu dunque in sintesi il contributo di Fibonacci: coniugare conoscenza e dinamismo imprenditoriale (mercantile) per generare innovazione tecnologica. Poi coniugare innovazione tecnologica e uno scenario competitivo per generare efficienza e dunque per aumentare produttività e capacità competitiva del sistema. Converrà notare la straordinaria modernità di questo approccio, autentica chiave di lettura e risolutiva anche del difficile scenario odierno. Perché l’intuizione di Fibonacci avesse successo bisognava infatti sottrarre la conoscenza al monopolio dei sapienti (potremmo dire democratizzarla il che non significa banalizzarla, anzi!). Fino ad allora gli arabi ad esempio usavano come già detto un doppio registro: cifre arabe per gli astronomi, i sacerdoti e in generale i sapienti e un altro metodo con logica alfabetica  simile a quella greca per il resto della popolazione. Mettere a disposizione del dinamismo imprenditoriale la conoscenza significa in sostanza sottrarla, per quanto riguarda l’uso da farne, al monopolio dei sapienti. Ma questo non basta, c’è un altro monopolio forse ancora più insidioso da combattere ed è quello dei mercati. Se vogliamo che la concorrenza premi i più capaci e i più dinamici (coloro che accoppiano conoscenza e dinamismo) dobbiamo consentire a questi di poterlo fare senza ostacoli in particolare senza gli ostacoli di coloro che si trovano in posizione dominante. Potremmo considerarlo un secondo livello di democratizzazione (primo livello democratizzazione della conoscenza, secondo livello democratizzazione dei mercati). Il mondo arabo non seppe superare il primo livello di democratizzazione mantenendo confinata la conoscenza sui numeri ai sapienti; il secondo livello di democratizzazione nelle istituzioni fu favorito dalla crescita delle istituzioni comunali e dall’abbattimento del vecchio mondo feudale. Ironia della sorte non fu Pisa a trarre il massimo profitto da quella intuizione innovativa, sconfitta nella battaglia campale della Meloria dalla tenaglia fra Genova e Firenze, Pisa si avviò dopo pochi anni ad un irreversibile declino. 

 E come si realizzò in concreto a quel tempo questa democratizzazione: con linguaggio moderno diremo tramite la formazione dei giovani, dei potenziali imprenditori e mercanti: per essi furono create le scuole dell’abbaco; scuole in cui si studiava il liber abbaci e ci si esercitava a fare di conto e a prendere rapide decisioni razionali seguendo le regole della numerazione decimale: Esse si diffusero moltiplicandosi rapidamente; erano i luoghi preposti alla fomazione dei tecnici per l’istruzione pratica e professionale, ma su basi colte e molto avanzate del ceto mercantile..  Ecco questo è a mio parere il vero significato del mosaico: esso trasmette a docenti e studenti e anche più in generale a tutta la nostra comunità questo potente messaggio: l’Istituto Zanon è una moderna scuola dell’abbaco. Negli anni esso ha dato in effetti un significativo contributo alla formazione teorica e applicativa (conoscenza e dinamismo) di una classe dirigente economico-finanziaria che ha gettato basi solide per il progresso economico e la modernizzazione efficiente e democratica della nostra terra.  
PACIOLI 

Il cerchio del collegamento fra matematica, economia mercantile e contabilità finanziaria si chiuse meno di trecento anni più tardi ( precisamente nel 1494) quando un altro insigne matematico a sua volta interessato anche alla soluzione di problemi pratici, pubblicò un testo Summa de Aritmetica Proporzioni et Proporzionalità, un'opera che tratta di aritmetica, algebra e contabilità in cui si riassumevano per la prima volta in modo esauriente e didatticamente impeccabile le questioni della contabilità aziendale impostate secondo la logica della partita doppia. Questo scienziato si chiamava Luca Pacioli (D 16). Vedremo nella seconda parte di questa chiacchierata che oltre al perfezionamento dell’approccio mercantile alla matematica (o dell’applicazione della matematica alla logica mercantile) esso era legato a Fibonacci da un altro strettissimo legame basato su un canone estetico in cui insomma la matematica è applicata all’arte.

LA SEQUENZA DI FIBONACCI

Ma facciamo un passo indietro e ricordiamo che Fibonacci oltre ad aver copiato dagli arabi (o meglio ad aver fatto la più straordinaria operazione di trasferimento tecnologico con ricadute economiche della storia) ha anche nel suo testo proposto degli aspetti pienamente originali. Fra questi la sequenza di Fibonacci (D 11) definita al modo seguente:

F0=0, F1=1, Fn+1=Fn+Fn-1  per ogni n=2,3…..

I primi elementi della sequenza sono dunque 0,1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89…

Questa sequenza gode come vedremo di proprietà “magiche”. La più importante ai fini del collegamento fra Fibonacci, Luca Pacioli e la storia della pittura e dell’architettura è la seguente (D 12): 

Fh-1  Fh+1 -( Fh)2=(-1)h
A parole: presa ogni terna di numeri consecutivi della sequenza la differenza fra il prodotto degli estremi e il quadrato dell’intermedio vale +1 se l’indice dell’intermedio è pari e -1 se è dispari. 

Se dividiamo ambo i termini dell’eguaglianza per  Fh-1  Fh  si ottiene

Fh+1 / Fh –( Fh / Fh-1 )= (-1)h / Fh-1  Fh                                           (1)

Il secondo membro della (1) tende rapidamente a zero e ne consegue che il rapporto fra un numero di Fibonacci e il suo precedente tende ad un certo valore limite finito. Tale limite è un numero reale non razionale che vale circa 1,618….come si accerta già dividendo 89 per 55 (il rapporto vale 1,6181) e poi 144 per 89 (il rapporto vale 1,6179).

IL NUMERO AUREO

Consideriamo ora un altro problema. Sia dato un segmento di lunghezza positiva qualunque e lo si voglia dividere in due parti di lunghezza rispettivamente b (la parte piccola) ed a (la parte grande) in modo tale che il rapporto fra il segmento grande e quello piccolo a/b, sia pari al rapporto fra l’intero e il segmento grande (a+b)/a.

Formalmente in modo tale che a:b=(a+b):a ovvero a.a=ba+bb ovvero a.a-ab-bb=0

a2-ab-b2=0. 

La soluzione positiva di questa equazione di secondo grado è a=b (1+rad5)/2 da cui consegue a/b= (1+rad5)/ 2 e anche a+b=b(3+rad5)/2 da cui (a+b)/a=(3+rad5)/(1+rad5).

Si noti a/b costante indipendentemente dalla lunghezza del segmento considerato. Lo si ponga pari a . Risulta  =1+(1/) ovvero  -1=(1/) o anche  2= +1

E notiamo intanto che la sequenza b, a, b+a, b+2a, 2b+3a, 3b+5a è contemporaneamente una sequenza in cui ogni elemento è somma dei due precedenti (come nella sequenza di Fibonacci) e ogni rapporto fra un elemento e il precedente assume valore pari a . Naturalmente non è direttamente una sequenza di Fibonacci non essendo innestata nel modo appropriato …..

La costante  dicesi rapporto aureo o divina proporzione (D 13). Il simbolo phi è stato scelto per richiamare simbolicamente Fidia che lo avrebbe usato per progettare il Partenone.

Tre (qualunque) numeri consecutivi della sequenza di Fibonacci soddisfano palesemente la relazione b,a,b+a; inoltre almeno a partire da un n sufficientemente grande i rapporti fra un numero e il precedente approssimano in maniera quasi perfetta il numero aureo. (Questa proprietà fu scoperta da Keplero).

Ebbene il numero aureo era noto fin dall’antichità. Misura ideale della proporzione divina. Lo utilizzarono artisti di varie epoche pittori, architetti, scultori, musicisti; sembra lo utilizzi anche la natura. I petali della margherita sono in numero di 34, 55 od 89. Ed ecco perché non si è mai sicuri se varrà la versione m’ama o quella non m’ama. A meno che non si stimi a occhio la dimensione totale dei petali e si possa dedurne che è maggiore di 34. Allora sarà sicuramente dispari e se cominciamo da m’ama così finiremo sodisfatti.  

.
FI(DIA)BONACCI-PACIOLI E LA GEOMETRIA

IL PENTAGONO MAGICO

E’ un pentagono regolare ossia con tutti i lati eguali. Esso la la proprietà che il rapporto fra la diagonale ed il lato è (qualunque sia la lunghezza del lato) il numero di Fidia . Incrociando tutte le diagonali si genera un altro pentagono regolare; il rapporto fra il lato del pentagono iniziale e il lato del nuovo pentagono è ancora il numero di Fidia. E la cosa può proseguire indefinitamente (D 19).


. 







IL RETTANGOLO MAGICO

Definiamo rettangolo aureo un rettangolo in cui il rapporto fra il lato lungo e il lato corto è pari al numero di Fidia (D 17). In particolare (e senza perdere in generalità) il lato corto sia pari all’unità di misura e il lato lungo dunque sia pari a. All’interno del rettangolo costruiamo il quadrato di lato pari al lato corto e togliamolo dal rettangolo iniziale. Il rettangolo che rimane ha un lato (lungo) pari a 1  e l’altro (corto) pari a  -1=1/. Questo rettangolo è dunque ancora un rettangolo aureo. Ripetendo la procedura si genera ancora un rettangolo aureo e si può procedere indefinitamente. Il rettangolino aureo (sufficientemente piccolo) che si ottiene dopo un certo numero di passaggi  è chiamato occhio di Dio. (D 18) probabilmente rifacendosi alla definizione di "divina" data alla proporzione da Pacioli.
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